MISCELLANEA

In acest capitol sunt prezentate diverse concepte matematice care nu sunt
parte integranta a Analizei Matematice, dar care sunt folosite in cadrul aces-
teia.

ELEMENTE DE LOGICA

CALCULUL CU PROPOZITII

Propozitia, adevarul si falsul - notiuni primare
Principalii operatori logici

Din punct de vedere logic o teorie stiintifica este un sistem de propozitii
(enunturi, legi, afirmatii) adevarate sau considerate altfel. Logica nu se ocupa
cu definirea notiunii de propozitie si nici a adevarului sau falsului, toate
acestea fiind considerate notiuni primare (nedefinite).

Daca o propozitie p este adevarata vom scrie v(p) = 1, iar daca este
falsa, v(p) = 0; simbolurilor 0 si 1 le vom spune valori de adevar, primul
desemnand falsul, iar cel de al doilea adevarul.

Cele mai simple propozitii sunt de forma ” A este B”. De exemplu:
”Eminescu este autorul poeziei Luceafarul”, ”Balena este mamifer” etc. Por-
nind de la asemenea propozitii simple, prin conectari diverse, se obtin pro-
pozitii compuse. Logica isi propune sa studieze cum se transmit valorile de
adevar la propozitiile compuse, construite cu ajutorul operatorilor logici.

Principalii operatori logici sunt:

1) negatia, notata cu non sau cu | sau cu —~ (in limbaj uzual NU).

2) disjunctia, notata cu V (in limbaj uzual SAU).

3) conjunctia, notata cu A (in limbaj uzual SI).

4) implicatia, notati cu — (in limbaj uzual DACA..., ATUNCL...).

5) echivalenta, notati cu « (in limbaj uzual DACA SI NUMAI DACA).

Observatii

1. Daca p st q desemneaza douda propozilit, atunct avem:

v(p) vlg) v(p) v(pVa) v(pAg)
1 1 0 1 1
1 0 0 1 0
o 1 1 1 0
0o 0 1 0 0



St

v(p) v(g) vlp—q) vip<q)
11 1 1
10 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1

2. (pAq) este DV q.

3. (p—q) este (pV q).

4. (p < q) este (p = q) A (g — D).

5. v(p +— q) =1 daca si numai daca v(p) = v(q).

6. Daca v(p) = 0, atunci v(p — q) = 1, oricare ar fi propozitia q (se
spune ca falsul implica orice).

7. Daca v(q) = 1, atunci v(p — q) = 1, oricare ar fi propozitia p.

8. Pentru a afla valoarea de adevar a implicatiei p — q este suficient sa
examinam doar cazul v(p) = 1.

Definitie. O propozitie compusa $i adevarata indiferent de ce valori de
adevar au propozilile care o compun se numeste tautologie.

Observatii

1. Daca propozitia (p — q) este adevaratda vom nota p = q $i vom spune
ca p este o conditie suficienta pentru q sau cda q este o condifie necesard
pentru p.

2. Daca propozitia (p <— q) este adevaratd vom nota p < q §i vom
spune cd p este o conditie necesara gi suficienta pentru q (si invers).

Exercitii

1. Sa se gaseasca valoarea de adevar a urmatoarelor propozitii compuse:

a) Daca temperatura este sub zero grade, atunci apa ingheata.

b) Daca apa fierbe la 100° C', atunci doua corpuri incarcate cu electricitate
de semne contrare se atrag.

Observatie. FExercifiul anterior ne avertizeaza ca trebuie sa facem dis-
tinctie intre implicatia logica si succesiunea cauza-efect din lumea fizica.

2. Sa se arate ca urmatoarele propozitii sunt tautologii:

a) pVqg< qVp, pAqgs g p (comutativitate).

b) (pVqgVr<pV(gVr),  (pAqg) Ar < pA(gAr) (asociativitate).
YpV(pAT)Sp,pA(pVr) < p (absortie).

o

d)pVp<p, pAp< p (idempotenta).

e) pV(gAr) & (pVg) A (pVr), pAlgVr) < (pAq)V (pAr) (distributivitate).
Y pVqge pAG pAqg<s PV (legile lui De Morgan).

g) D < p (principiul dublei negatii).
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3. Sa se arate ca urmatoarele propozitii sunt tautologii:

a) (p—=q)AN(g—r1)) = (p—r) (implicatia este tranzitiva).
b) ((pVg) —r)e@—=r)A(g—r).

) (pA (p— q)) = ¢ (regula modus-ponens).

d) (p— ) & (= P).

Observatie. Echivalenta de mai sus se va folosi, spre exemplu, in cadrul
observatiei de la pagina 19, in care se prezinta o caracterizare alternativa a
notiunii de functie injectiva.

o

4. Sa se arate ca (p — ¢) < (¢ — p) nu este tautologie.
5. Sa se afle negatia propozitiilor:

a) (p—q)—r

b)p—(¢g—r).

CALCULUL CU PREDICATE

Constante si variabile
Predicate (unare, binare, etc)
Cuantificatorul universal si cuantificatorul existential

Printre semnele (simbolurile) intalnite in propozitiile matematicii se afla
constante gi variabile. Astfel se intalnesc constante precum un numar, semnul
de adunare, etc, toate avand o semnificatie precisa, care ramane neschim-
bata in decursul desfagurarii rationamentelor. Deosebirea capitala dintre
constante gi variabile consta in aceea ca in timp ce primele au o semnificatie
prin ele insele, ultimele nu au aceasta semnificatie. Spre exemplu propozitia
"1+ 2¢ este un numar real” are un continut clar (este falsa), dar propozitia
" este un numar real” nu are o semnificatie precisa, ea capata o astfel de
semnificatie numai dupa inlocuirea variabilei z.

Definitie. FEzxpresiile de forma p(x,y, z,..), care atunci cand inlocuim
variabilele x,y, z, .. cu constante, se transforma in propozitii bine determi-
nate, se numesc predicate unare, binare, etc, dupa cum avem 1,2, etc, vari-
abile.

Observatie. Operatorii logici studiati permit introducerea unor noi pre-
dicate.

De exemplu, pentru predicatele p(x) si q(x), putem considera noile pre-
dicate p(x), p(x) V q(x), p(x) A q(x) ete.

In afara operatorilor logici de mai sus, iIn matematica, mai intervin si
alti operatori, anume cuantificatorul universal, notat V, si cuantificatorul

11



existential, notat 3. Prin cuantificatorul V se trece de la predicatul p(x) la
propozitia (Vz) p(z), care este falsi numai daca exista o constanta a astfel
ca p(a) sa fie falsa. Prin cuantificatorul 3 se trece de la predicatul p(x) la
propozitia (3z) p(x), care este adevarata numai daca exista (cel putin) o
constantd a astfel ca p(a) sa fie adevarata. Prin urmare, avem tautologiile
(V1) p(z) & (30)p(x) si (32) p(@) & (v2)p(x).

Observatii

1. Tautologiile de mai sus arata ca prin negare ¥ se schimba in 3, iar 3
se schimba in V.

2. Avem urmatoarea proprietate de comutativitate a cuantificatorilor de
acelasi tip:

(V) (Yy) p(x,y) & (Vy)(Vz) p(o,y) si (32)(3y) p(r,y) < (Fy)(3r) p(z,y)

sunt tautologii.

3. Fie p(x) si q(x) doua predicate unare. Daca propozitia (Vx) (p(x) —
q(x)) este adevarata, vom nota p(z) = q(x). A ardta ca propozitia de mai
sus este falsa inseamnd a gasi o constantd a astfel ca p(a) sd fie adevarata,
iar q(a) sa fie falsa. Unui astfel de exemplu i se spune contraexemplu la
propozitia datda. Analog vom spune ca p(x) este echivalent cu q(x) si vom
scrie p(x) < q(x) dacd propozitia (Vz)(p(x) <— q(x)) este adevarata.

Exercitii
1. Sa se arate ca oricare ar fi predicatul binar p(z,y), avem (3z)(Vy)
p(x,y) = (Vy)(3x) p(x,y). Este adevarata implicatia reciproca?

Observatie extrem de importanta. FEzercifiul de mai sus arata ca
ordinea cuantificatorilor logici este extrem de importantda. Acest lucru se
poate constata comparand notiunile de continutate si continuitate uniforma,
de convergenta simpla si convergenta uniforma pentru siruri de functii etc.
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ELEMENTE DE TEORIA MULTIMILOR

Meritul nemuritor al lui Georg Cantor este acela de a se fi hazardat in domeniul
infinitului fara a se teme de lupta, interioara sau externa, nu numai cu paradox-
urile imaginare, cu prejudecatile larg raspandite, cu sentintele filozofilor, dar si cu
opiniile exprimate de mari matematicieni. In acest mod el a creat un nou domeniu
— teoria multimilor.

F. Hausdorff

Multimea ca notiune primara
Notiunea de submultimne a unei multimi
Egalitatea a doua multimi
Intersectia si reuniunea a doua multimi
Multimea vida
Multimi disjuncte
Diferenta a doua multimi
Complementara unei multimi in raport cu o alta multime
Produsul cartezian a doua multimi

Functiile manifesta din cand in cand o comportare particulard in anumite
puncte din domeniul lor de definitie, care in cazurile cele mai importante este
un interval, ele poseda acolo ”singularitati”. H. Hankel se ocupase deja cu astfel
de chestiuni gi expusese principiul sdu de ”condensare a singularitatilor”. Astfel
de puncte singulare scot in relief, in intervalul care formeaza argumentul functiei,
anumite ”varietati” sau totalitati, care desi constituie numai o parte a punctelor
intervalului, pot contine infinit de multe puncte. Se ridica problema structurii
unor astfel de varietati sau multimi (de puncte) infinite.

Pe aceasta cale a ajuns Georg Cantor la a sa teorie a multimilor. La extinderea
teoremei de unicitate a reprezentarilor seriilor trigonometrice in cazul ca pentru
un numar infinit de valori seria nu este convergenta, el s-a vazut nevoit inca din
1872 sa anticipeze anumite discutii, chiar daca numai ”aluzive”, care ”pot servi sa
puna in lumina relatii ce apar totdeauna atunci cand se dau marimi numerice in
numar finit sau infinit”. (Este vorba de concepte ca ”punct de acumulare”, ”punct
limita”, ”derivare” la multimi de puncte s.a.).

Totusi, inainte de a ajunge la teoria multimilor a lui Cantor, avem de citat
unii precursori ai sai. Cele mai vechi consideratii care se refera la un ”paradox al
infinitului” provin chiar din perioada finala a antichitatii; ele se gasesc In comen-
tariul lui Proclos asupra lui Euclid, insa nu descoperite, ci numai relatate de el,
din nefericire fara sa numeasca un nume.

Fundamentele Matematicii, Oskar Becker, Editura Stiintifica,
Bucuresti, 1968, paginile 247-248
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Multimea ca notiune primara

Conceptul de multime este unul de baza in matematica. Toate obiectele
matematice se reduc, in ultima instanta, la acest concept. Vom considera
ca aceasta notiune este deja asimilata din anii de liceu. Nu vom incerca
sa definim notiunea de multime sau sa prezentam axiomele teoriei multimi-
lor. Studentul interesat poate vedea modul in care materialul pe care-l1 vom
prezenta poate fi axiomatizat, consultand urmatoarele lucrari: Paul Halmos,
Naive Set Theory, Springer - Verlag, 1974; Paul Bernays (with a historical
introduction by Abraham Fraenkel), Axiomatic set theory, North-Holland
Publishing Company, 1991. Prin urmare vom prezenta aici numai cateva
elemente de teoria naiva a multimilor, teorie ale carei baze au fost puse de
citre matematicianul german Georg Cantor. In timp au fost puse in evidenta
o serie de slabiciuni ale teoriei multimilor, aga cum a fost ea dezvoltata de
catre Cantor. Pentru a remedia aceasta situatie, o noua teorie a multimilor
a fost elaborata de catre Ernst Zermelo si Adolf Fraenkel si dezvoltata de
catre Kurt Godel gi Paul Cohen (pentru detalii, se poate consulta lucrarea
Kurt Goédel (1906-1975), de Ralf Schindler, Gazeta Matematica, seria A,
nr.1, 2008, paginile 72-76).

Nota istorica. Georg Cantor (1845-1918) s-a nascut la Sankt Peters-
burg. A studiat la Universitatea din Berlin, cu Weierstrass, Kummer si Kro-
necker, unde devine prietenul lui Schwarz. Aici preocuparile lui privesc teoria
numerelor. In 1869 primeste un post la Universitatea din Halle. Sub influenta
lui Heine, cercetarile lui Cantor se vor indrepta catre analiza matematica. In
1870 el va demonstra unicitatea reprezentarii unei functii cu ajutorul unei
serii trigonometrice (problemé care, in prealabil, a fost studiata, fara suc-
ces, de multi matematicieni celebri, printre care Heine, Dirichlet, Lipschitz si
Riemann). In 1872 este promovat ca profesor extraordinar la Universitatea
din Halle. In acelagi an, in decursul unei excursii in Elvetia, il va intalni pe
Dedekind, cu care va avea o prietenie solida. Tot in 1872, Cantor publica
un articol privind seriile trigonometrice, in care defineste numerele reale in
termeni de siruri convergente de numere rationale. In 1873 Cantor a aritat
ca multimea numerelor rationale (precum si multimea numerelor algebrice)
este numdrabila. In 1874 publica un articol in care arata ca multimea nu-
merelor reale nu este numarabila. Mai mult, intr-o scrisoare din anul 1877
catre Dedekind, arata ca intre punctele intervalului [0, 1] si punctele din R
exista o corespondenta bijectiva. Cantor a fost surprins de aceasta desco-
perire, fapt care l-a facut sa exclame: "Degi am demonstrat acest lucru, nu-1
pot crede”. In 1878 publica un articol in care apare in mod riguros notiunea
de corespondenta bijectiva. Intre 1879 si 1884 publica o serie de gase arti-
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cole in Mathematische Annalen, in care se prezinta o introducere in teoria
multimilor. Ideile sale prezentate aici au fost intampinate cu ostilitate de
catre multi matematicieni. In 1879, la sugestia lui Heine, este promovat la
gradul de profesor. In 1896 el ii scrie lui Hilbert, prezentandu-i paradoxurile
pe care le-a descoperit in cadrul teoriei multimilor. Moare in 1918 intr-un
azil de boli mentale.

Cantor ramane 1n istoria matematicii ca fondatorul teoriei moderne a
multimilor gi ca cel care a introdus conceptul de numar infinit (prin intro-
ducerea numerelor cardinale). Pana la el infinitul era, in matematica, un
subiect tabu. Conform lui Gauss, infinitul putea fi utilizat numai ca "un fel
de a spune” care nu are valoare matematica. Ideile lui Cantor au determinat
reevaluarea fundamentelor tuturor ramurilor matematicii si au dat acesteia
forma moderna de astazi.

Notiunea de submultime a unei multimi

x € A inseamna ca x este un element al lui A; se mai spune ca x apartine
lui A sau ca multimea A contine elementul z. = ¢ A inseamna ca = nu
apartine lui A.

Definitie. Fie A si B doua multimi. Spunem ca A este o submultime
a lui B daca orice element al lui A este si element al lui B. In acest caz
scriem A C B. Daca A C B, dar exista un element al lui B care nu este
element al lui A, spunem ca A este o submultime proprie a lui B $i scriem
ACB.

Egalitatea a doua multimi

Definitie. Doua multimi A si B se numesc egale daca contin aceleasi
elemente. In acest caz scriem A = B.

Observatie. A= B <(AC B gi BC A).

Intersectia gi reuniunea a doua multimi; Multimea vida; Multimi
disjuncte

Definitie. Daca A si B sunt doud multimi, atunci intersectia lor, notata
AN B, este multimea tuturor elementelor care apartin ambelor multims.

Definitie. Daca A st B sunt doud multimi, atunci reuniunea lor, notata
AU B, este multimea tuturor elementelor care apartin cel putin uneia dintre
cele doua multims.

Observatii

1. Avem ANB={z |z € Asixc e B} si AUB={x |z € A sau
r € B}.
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